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Abstract. The aim of this paper is to present remarkable classes of Lie- 
admissible algebras containing in particular the associative algebras, the Vinberg 
and pre-Lie algebras. We determine the associated operads and their dual operads. 

Resume. Le but de cette note est de presenter des classes remarquables 
d'algebres Lie-admissibles qui contiennent entre autres les algebres associatives, de 
Vinberg et pre-Lie et de determiner leurs operades associees et les operades duales. 

1. Algebres Lie-Admissibles. 

Soient (A, fi) une K-algebre sur un corps commutatif de caracteristique 0. Notons 
a M : A® 3 — > A l'associateur de la loi \i : 

a M (Xi, X 2 , X 3 ) = it (m (Xi,X 2 ) , X 3 ) - M {X u n [X 2 , X 3 )) ■ 

Soit le groupe symetrique d'ordre n. Pour tout a G on pose 

<T (X 1 ,X 2 ,X 3 ) = (X .-i( 1 ),X .-i(2),X .-l( 3 )) . 

DEFINITION 1 : L'algebre A = (A,(t) est dite Lie-admissible (cf [1]) si sa loi // 
verifie 

Y, (-l) £(ff) aM°^ = 0. 

Soit /i une loi d'algebre Lie-admissible; alors 

[x,yi := M (X,y)-/x(y,X) 

est une loi d'algebre de Lie. Si A — (A,n) est Lie-admissible, on notera Al = 
(A, [, ] M ) l'algebre de Lie ainsi definie. 

Remarque. Pour toute algebre de Lie g, il existe une algebre Lie- admissible 
A = (A, ii) telle que q = Al- En cffct /t(X, Y) = \[X, Y] est une loi Lie- admissible 
verifiant la condition demandee. Notons egalement que dans le cas de la dimen- 
sion finie, la derivee covariante ([6]) d'une connection de Levi Civita associee a une 
forme quadratique definie positive determine egalement une loi Lie-admissible. 

2. Classes d'algebres Lie-admissibles. 

2.1. Algebres Gi-associatives. 

Notons G x = {Id}, G 2 = {Jd,r ia }, G 3 = {Id,r 23 }, G 4 = {Id,r 13 }, G 5 - 
{Id, 3 — cycles} = A 3 , et G 6 = J2 3 ^ es differents sous-groupes de ^ 3 . 

DEFINITION 2 : Une K-algebre A = (A, ft) est dite Gi-associative si sa loi ft verifie 

h) eW «,^ = o. (*) 

Notons qu'une algebre (A, n) verifiant (*) est necessairement Lie- admissible. 
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2.2. Description. 

a) Gi = {Id}. Les algebres correspondantes sont les algebres associatives. 

b) C?2 = {Id, T12}. La relation (*) s'ecrit 

/x (,x (*i,X 2 ) , X 3 )-/x (Xi,fj, (X 2 ,X 3 ))-n ( M (X 2 ,Xr) , X 3 )+/x (X 2 , M X 3 )) = 

Les algebres G2-associatives sont les algebres de Vinberg (appelees aussi algebres 
symetriques-gauche) [10] . Si A est de dimension finie, l'algebre de Lie associee Al 
est munie d'une structure affine. 

c) G 3 = {Id, t 23 } Les algebres correspondantes sont les algebres pre-Lie (voir [5]). 
Ces algebres sont aussi appelees symetriques-droite. Notons que si la loi x.y est 
pre-Lie, alors la loi x y — y.x est de Vinberg. 

Les algebres G4 et Gs-associatives ne semblent pas avoir fait l'objet d'etudes par- 
ticulieres. Notons que si (x est Gs-associative, elle verific : 

H {li (X U X 2 ) ,X 3 )-n {X u ii (X 2 ,X 3 )) +v(p (x 2 , X 3 ) , X x ) 

-/i (X 2 , n (X 3 , X,)) + n {ft (X 3 , X x ) ,X 2 )-n (X 3 , ii (X u X 2 )) = 0. 

Si Ton suppose de plus que fi est anticommutative^[, ]^ = 2/ij la relation ci-dessus 
est la condition de Jacobi de la loi d'algebre de Lie fi. Dans l'optique d'une des- 
cription d'une version "non-commutative" des algebres de Lie donnee par exemple 
par les algebres de Leibniz [8] , les algebres Gs-associatives peuvent etre egalement 
considerees comme des candidats naturels. 

3. Operades associees aux algebres Gi-associatives 

Soit K ErJ ^ a IK-algebre du groupe symetrique J2 n - Une operade V est dermic 
par une suite d'espaces vectoriels sur K, V(n), n > 1 telle que V(n) soit un module 
sur K [J2n\ et P ar des applications de composition 

o t : V(n) <8> T(m) -> V(n + m - 1) i = l,...,n 

satisfaisant des proprietes " associatives" , les axiomes de May [9] . 

Tout IK [^J-module E engendre une operade librc notee !F(E) ([5]) verifiant 
T (E)(1) = K, T(E)(2) = E. En particulier si E = IE 2 ], le module librc 
!F(E)(n) admet comme base les "produits parentheses" de n variables indexees 
par {1, 2, ...,n} . 

Soit E un K [^ 2 ]-modulc ct R un K [^ 3 ]-sous-module de !F (E)(3). On note 1Z 
l'ideal engendre par R, e'est-a-dire l'intersection de tous les ideaux 1 de T(E) tels 
que 1(1) = {0}, 1(2) = {0} et 1(3) = R. 

On appelle operade binaire quadratique engendree par E et par les relations R 
l'operade V(K, E, R), notee egalement !F(E)/H, definie par : 

V(K, E, R)(n) = T(E)(n)/n(n). 

Son operade quadratique duale est definie par 

V- = V(K,E V ,R ± ) 

ou E v est le dual de E muni de Faction de J2 n duale tensorisee par la representation 
signature. 

3.1. L'operade CieAdm 



3 



Considerons Re le K [^ 3 ]-sous-module de T (E) (3) engendre par le vecteur 

u 6 = xi. (x 2 .x 3 ) + x 2 . (x 3 .xi) + x 3 . (xi.x 2 ) - x 2 . (xx.x 3 ) - x 3 . (x 2 .x 1 ) - x x . (x 3 .x 2 ) 

- (x\.x 2 ) .x 3 - (x 2 .x 3 ) .xx - (x 3 .x x ) .x 2 + (x 2 .x 1 ) .x 3 + (x 3 .x 2 ) .xi + (x x .x 3 ) .x 2 

et soit TZq l'ideal de T '(E) engendre par i? 6 - 

DEFINITION 3 : L'operade Lie-admissible, notee CieAdm est l'operade binaire 
quadratiquc 

CieAdm = T(E) /TZ 6 . 

3.2. On peut egalement definir les operades binaires quadratiques associees a cha- 
cune des algebres Gj-associatives, (i = 1, 5) : 

z = l: Ass = T '(E) /IZi oh Ri est le K [^ 3 ]-sous-module engendre par les vecteurs 

x\. (x 2 .x 3 ) - (x\.x 2 ) .x 3 , 

Ass est l'operade des algebres associatives. 

i = 2: Vinb = T (E) /1Z 2 avec R 2 engendre par 

x 1 . (x 2 .x 3 ) - x 2 . (x 1 .x 3 ) - (x 1 .x 2 ) .x 3 + (x 2 .x 1 ) .x 3 , 
z = 3: VreLie = T (E) /1Z 3 avec R 3 engendre par 

x\. (x 2 .x 3 ) - xi. (x 3 .x 2 ) - (xi.x 2 ) .x 3 + (xi.x 3 ) .x 2 , 
2 = 4: G4 — Ass=T (E) /IZ4 avec R4 engendre par 

x\. (x 2 .x 3 ) - x 3 . (x 2 .xi) - (xi.x 2 ) .x 3 + (x 3 .x 2 ) .X!, 
2 = 5: G5 — Ass=J r (E) /IZ5 avec R5 engendre par 

x\. (x 2 .x 3 ) + x 2 . (x 3 .xi) + x 3 . (x\.x 2 ) - (x\.x 2 ) .x 3 - (x 2 .x 3 ) .x x - (x 3 .x\) .x 2 . 

4. Operades duales associees aux algebres G^-associatives 

Considerons le produit scalaire sur J 7 (E)(3) pour lcquel les vecteurs de base 
sont orthogonaux et tel que 

< x i .(x J .x k ),x l .(x j .x k ) >= sgn( 1 2 ^) 

2 J K 

12 3 

< (x i .x J ).x k ,(x l .x j ).x k >= -sgn( i fc ) 

ou sgn(a) = (— l) £ ( ff ) est la signature de a. 

Soit i?g le K [^ 3 ]-sous-modulc determinant l'operade CieAdm. L'orthogonal par 
rapport au produit scalaire defini ci-dessus, Rq , est de dimension 11. Soit R 6 ' le 
K E 3 ]-sous-module de F (E)(3) engendre par les relations 

(x<j(l)Xo(2))x<?(Z) - X aW (x a(2) X rT(3) ) 1 
(x a (l)X a{2) )x a{3) - (^(1)^(3) )x a (2), 

(a;<r(i)a ; <7(2))a;<T(3) - (^(2)^(1) )a; ff (3)- 

Alors dimi?g = 11 et < u, v >— pour tout v £ R' e , u etant le vecteur generateur 
de Rq. Ceci implique que R' 6 ~ Rq et par definition l'operade duale de T(E)/TZe = 
CieAdm notee CieAdm' est par definition l'operade binaire quadratique T(E)/Hq. 
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PROPOSITION 1. Une algebre A sur I'operade CieAdni' est une algebre associative 
qui est abelienne d'ordre 3, c'est-d-dire verifiant 

abc = acb = bac 

pour tout a, b, c G A. 

Les operades duales Ass ] et PreLie' out ete determinees dans [4] et [3]. La 
premiere etant autoduale verifie Ass ] = Ass et la deuxieme correspond a I'operade 
Perm. 

PROPOSITION 2. Les operades duales de Vinb, G4 — Ass, G5 — Ass sont les 
operades quadratiques dont les algebres correspondantes sont associatives et verifient 
respectivement : 

- pour Vinb ] : abc = bac. 

- pour G4 — Ass' : abc = cba. 

- pour G5 — Ass' : abc = bca = cab. 

Esquisse de preuve. R£ est le K [£ 3 ] -sous- module de T (E)(3) engendre par les 
vecteurs 

(x 1 . (x 2 -x 3 ) - (x 1 .x 2 ) .x 3 ) , (x 1 . (x 2 .x 3 ) - x 2 . (xi.x 3 )) , 
(xi. (x 2 .x 3 ) - (x 2 .xi) .x 3 ) 

pour tout x\,x 2 ,x 3 E E. 
De meme 

R4 = ((xi-(x 2 .x 3 ) - (xi.x 2 ).x 3 ), (x x .(x 2 .x 3 ) - x 3 .(x 2 .xi)), 
xi.(x 2 .x 3 ) - (x 3 .x 2 ).xi)) 

= ((xi.(x 2 .x 3 ) - (xi.x 2 ).x 3 ), (xi.(x 2 .x 3 ) - x 2 .(x 3 .xi)), 
x 1 .(x 2 .x 3 ) - (x 2 .x 3 ).x 1 ), (x x .(x 2 .x 3 ) - x 3 .(x!.x 2 )), (x x .(x 2 .x 3 ) - (X 3 .X!).X 2 )) 

et dimi?4~ = 9, dimi?^- = 10. II suffit ensuite de remarquer que (^(E)/!^)'- est par 
definition I'operade binaire quadratique J 7 (E)/TZ ± d'ou le resultat. ■ 

5. Dualite de Koszul des operades provenant des algebres G^-associatives. 

Rappelons qu'une operade quadratique P est dite de Koszul si pour toute P- 
algebre libre F V (V) on a Hf(F v (V)) = 0, i > 0. 

PROPOSITION 3. Les operades Ass, Vinb, PreLie sont de Koszul. Les operades 
G4 — Ass et G5 — Ass ne sont pas de Koszul. 

Preuve. En effet d'apres [4] et [3] les operades Ass, PreLie sont de Koszul. Compte 
tenu des relations liant PreLie et Vinb, cette derniere est aussi de Koszul. Pour 
les deux autres, nous allons montrer qu'elles ne sont pas de Koszul en utilisant lcur 
seric de Poincare et le critere du a Ginzburg-Kapranov [4]. La serie est dcfinie, 
pour une operade P, par 

00 n 
g v (x) := ^2(-l) n dimP(n)^j, 

i=l 

Les series de Poincare d'une operade de Koszul P et de sa duale P' sont reliees 
par l'equation fonctionnclle 

g v (g v <(x)) = x. 
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On a 

gg 4 -Ass{x) = -x + x 2 -^x 3 + ^x 4 + ... , gg 4 - Ass <(x) = -x+x 2 -^x 3 -^x i + ... 

gg 5 -Ass(x) = -x+x 2 -^x 3 +^-x 4 +... , gg 5 -Ass'-(x) = -x+x 2 -^x 3 +-^x i +... 

et ces deux series ne sont pas respectivement inverses l'une de l'autre. Ces operades 
ne sont pas de Koszul d'apres [4]. 
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